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On rappelle les définitions suivantes : 

Une algèbre complexe A est un espace vectoriel complexe muni d’un produit (x, y) —xy tel que 

— quels que soient x et y de A et ‘À complexe, A{xy) = (ax}y = (ay), 

— À est un anneau pour les deux lois internes. 

Si l’anneau est commutatif (resp. unitaire), l’algèbre est commutative (resp. unitaire). 

Une algèbre de Banach unitaire est un espace de Banach complexe (espace vectoriel normé complet dont la 
norme est désignée par | {|}, possédant une structure d’algèbre avec unité x et vérifiant : 


ul =1 et  Ixyl < Il:1yl 


pour deux éléments quelconques, x et y, de l’algèbre. 

Z désigne l’ensemble des entiers relatifs; C, l’ensemble des nombres complexes. 

On appelle F l’ensemble des applications de Z dans C. L'ensemble F est un espace vectoriel dont les 
éléments f seront appelés les vecteurs; pour peZ, f{p) sera appelé indifféremment la composante de rang p 
du vecteur f, ou bien la valeur de f au point p. _ e P: 

Soit (o,) (peZ}) une famille de nombres complexes; si lim DO existe, alors D admet, dans 


- Pre>+o P: P: 
les mêmes conditions, une limite, qui sera désignée par > &,- Ce symbole ne sera utilisé qu'avec cette signification. 


CA P 
On appelle E l’ensemble des applications f de F telles que > {f(p)\ existe au sens qui vient d’être défini. 
P 


LE. — 1° Montrer que, en posant [f| — D {f(p)l}, on munit l’ensemble E d’une structure d’espace de Banach. 
P 
29 On considère les formes linéaires de EÆ (applications linéaires de ÆE dans C). Üne telle furme y est 
dite bornée s’il existe un réel positif K tel que, pour tout f de E,{y{f)| < K{f|. Soit E’ l’ensemble des formes 
linéaires bornées y. Montrer qu’en posant {y} — sup [y{f}| on munit l’ensemble E’ d’une structure d'espace 
{=1 


de Banach. Montrer que E' est homéomorphe au sous-ensemble B des fonctions bornées de F, B étant muni 
d'une norme, que l’on précisera. 
39 Soit f et g deux éléments de F. Pour tout n de Z pour lequel le second membre est défini, on pose 


(fXK g{n) = DC — p}g(p} et on dit que f%K g existe pour »r. Montrer qu'alors g>%XK f existe pour n et 


P 
que (FX gl(n) = (8 X fl(n). 


40 Si f est dans E etsi g appartient à B, montrer que f%K g existe pour tout n de Z et appartient 
à B. 

59 Soit f un élément de F. On désigne par f2 la fonction dont la valeur en chaque point p est [f{p)F. 

Si f? et g? sont dans E, que peut-on dire de f% g? 

69 Si f et g sont dans E, montrer que (f>XK g{n) existe pour tout r de Z ct que f'4:g définit, sur E, 
un produit associatif vérifiant ; d 


IX el < 1fl- 184 


Montrer que E possède, alors, une structure d’algèbre de Banach commutative el unitaire dont Funité sera 
désignée par u. 

7° Montrer que l’ensemble E+ des éléments f de E tels que Vn < 0, f{n) = 0, est une sous-algèbre de 
Banach de E. 
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IT. — 19 Soit k un élément de E. On définit par récurrence : 


AE uw,  HM=h, … HA AK-UX%XR (k entier naturel) 


! 
et l’on pose s, — DE 
. k=1 
Si [kÏ < 1, montrer que s, a une limite, s, quand L tend vers l'infini. Calculer k-—s + hs. Montrer 


que u—h admet, pour le produit %, un inverse (u — h}A1 et que l’application hk — {(w — hj(-11 est continue 
sur la boule {A} < 1. 


20 Soit f un élément de l'algèbre E admettant un inverse fT A et g un élément de E tel que 


1 Ë 
lgl < DEC DE HE. 
Montrer que 
— f+ g admet un inverse; 


— + gi pe < -ÆleL_; 
1 — ulgl 


— l’ensemble des éléments ayant un inverse est ouvert; 
— l'application f — f(-1] est continue sur cet ensemble. 


3° Montrer que la série entière 
+00 


Se, hecC, 4eE) 
k=0 
converge si [A < Le où p— lim ÿ ll, et diverge si [A > +, 
e p = 
Montrer que, si ffeE) a un inverse et si {gl < ns où pe, — lim VIe], f + g a aussi un inverse. 
+00 Ua . 
Montrer que, si la série entière y» AREA Ge C,hEE) converge, alors u — 2h admet un inverse. 
-k=0 


III. — Soit T l’ensemble des réels modulo 2x. 
Pour feE et «eT, on pose f . Ÿ'rtphe-tre. 


1° Montrer que, f étant fixé, l'application f: a — f. est continue sur ‘. 


Montrer que l'application f — sup fl est continue sur E. 
&eT 
20 Soit É l’ensemble des applications f correspondant aux fonctions f de E. Montrer que l'application 


définie par f—+ f est une bijection de E sur Ë. Sil’on munit Ê dela topologie associée à la norme 


FIL = sup A, 
aeT 


cette bijection est-elle un homéomorphisme? 

3° Montrer que, « étant fixé, l'application g:f—fx est un homomur phisme d’algèbre de LE (structure 
définie en I, 60) sur C et que [e(f}] < [f]. 

Montrer que si f admet, dans l'algèbre E, un inverse, fa ne s’annule pour aucune valeur de «. 


: 49 On désigne par A l’ensemble des homomorphismes d’algèbre, non nuls, de E dans C. Montrer que, 
pour tout à de A, on a [&{f)| « ff[. et qu’il existe un élément « unique de T tel que ô{f) = 5 

5° Étudier [5,—8&]" (cf. I, 2°) pour deux éléments 5, et 5, de A; quelle est 5 topologie induite sur A? 
Montrer que la sphère unité Z de E’ n’est pas compacte. 


IV. — On considère, pour peZ, une famille de fonctions x{p, À) = æ){A}, de la variable complexe À, définies 


sur le disque D:{A| < R (R réel > 0), telles que DE existe pour tout À appartenant à D. On définit 
P 
ainsi sur D une fonction de À, à valeurs dans E, que l’on désigne par x{À). 
1° Montrer que, lorsque a) est continue sur D, il en est de même de [x{à}] = g{A) et que g{à) est MAjOrÉe 
sur tout cercle C': 
A—R' avec R'<R. 


29 On dit que zx{A) est dérivable au point À, si AE = 20) tend vers une dote y{ÜA) appartenant à E, 
jorsque p tend vers À Lésu 

Montrer que, si x{A) est dérivable pour tous A de D: 

— elle est continue sur D; 

— chacune de ses composantes Æ{À) ‘est holomorphe sur D. 

3° Inversement, étant donné une famille de fonctions, x, (à) holomorphes sur D, telles que DES soit 


majorée sur tout cärele c', {montrer que De 


est majorée si p et À restent répectivement 
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intérieurs Adeux ne Vel < R! ri < Re avec R' et R” inférieurs à R. 
On pourra utiliser la formule {intégrale} de Cauchy. | d 
4° Dans les mêmes hypothèses pour x;(A), montrer que, lorsque y tend vers À appartenant à D, la somme 


D Re zh (à) tend vers 0. Montrer que D Ix(A existe et qu’elle est majorée sur tout code C'. 
P 


59 Montrer que, si x{A) est Nb sur D, elle a indéfiniment dérivable sur D- et qu’elle est dévelop- 
pable en série entière de À dans le disque D. 
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